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摘 要： 针对阵列模型误差扰动的影响，该文对ＥＳＰＲＩＴ算法的方位估计性能进行二阶性能分析（即忽略模型误
差扰动量的三次及以上各项）．与经典分析方法（即一阶分析方法）相比，文中的性能分析方法能够在模型误差扰动较
大的情况下提高性能预测精度．此外，文中的理论推导不仅针对阵列流形失配的情况，还针对阵元噪声模型失配的情
形．数值实验表明：在较大模型误差的条件下，文中的二阶性能分析方法能够提高对ＥＳＰＲＩＴ算法的性能预测精度．
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１ 引言

关于理论上推导 ＥＳＰＲＩＴ算法［１，２］理论性能的报道
已有很多．文献［３～６］分析有限采样影响下 ＥＳＰＲＩＴ算
法的方位估计性能，文献［７～９］针对阵列模型误差的影
响对ＥＳＰＲＩＴ算法的性能进行预测．上述文献在一定条
件下能够取得较好效果，但都是一阶分析方法，即忽略

误差二次及其以上各项，于是在误差扰动较大的情况

下，其性能预测精度会有所下降．文献［１０］给出 ＥＳＰＲＩＴ
算法的二阶性能分析，其中仅推导 ＥＳＰＲＩＴ算法的方位
估计偏置（事实上，方位估计均方误差更为重要），并且

其中主要针对有限采样的影响进行分析．
事实上，在超分辨率算法性能的理论研究中，针对

阵列模型误差的二阶性能分析方法已有文献报道，例

如，文献［１１～１３］针对 ＭＵＳＩＣ算法展开理论研究，文献

［１４］针对最大似然算法进行理论分析，其中的数值实验
验证了高阶性能分析方法的优势．然而，在模型失配的
条件下，针对 ＥＳＰＲＩＴ算法的二阶性能分析则很少有文
献报道，因此本文做了相关工作，虽然文中的性能分析

过程与文献［７～１０］类似，但是每一个环节都采用二阶
性能分析，因此能够在误差扰动较大的情况下提高性能

预测精度．另一方面，由于文中在信号子空间的扰动分
析中利用矩阵特征扰动理论，所以文中的性能分析方法

不仅适用于阵列流形失配的情况（最常见的阵列模型误

差），还适用噪声模型失配的情况．

２ 阵列信号模型与ＥＳＰＲＩＴ算法简介

不失一般性，考虑 Ｍ元均匀线阵，有 Ｄ个非相干
窄带信源到达该阵列，第 ｋ个信源的方位为θｋ，阵列输
出响应为
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ｘ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１）
式中 ｎ（ｔ）为复高斯白噪声，Ａ＝［ａ（θ１）ａ（θ２）…ａ（θＤ）］
为阵列方向矩阵，ａ（θｋ）为阵列流形向量，其表达式为
ａ（θｋ）＝［１ ｅｉ２πｄｓｉｎ（θｋ）／λ … ｅｉ２π（Ｍ－１）ｄｓｉｎ（θｋ）／λ］Ｔ （２）
根据式（１）可知阵列协方差阵为

Ｒｘ＝Ｅ［ｘ（ｔ）ｘＨ（ｔ）］
＝ＡＲｓＡＨ＋σ２ｎＩＭ （３）

对 Ｒｘ进行特征分解，则能够得到 Ｄ个大特征值λ１，λ２，
…，λＤ，相应的单位特征向量为 ｅ１，ｅ２，…，ｅＤ，它们张成
信号子空间，记为 ＥＳ＝［ｅ１ｅ２…ｅＤ］．

假设在ＥＳＰＲＩＴ算法中两个子阵列的选择矩阵分别
为 Ｊ１和 Ｊ２，则满足

Ｊ１ＡΦ＝Ｊ２Ａ （４）
式中Φ＝ｄｉａｇ｛ｅｉｋ｝Ｄｋ＝１．图 １给出两种常见子阵列构造
方式，第一种是“间隔式”，其中ｋ＝２πｄｓｉｎ（θｋ）／λ；第二
种是“重叠式”，其中ｋ＝２π（Ｍ－ｍ）ｄｓｉｎ（θｋ）／λ．在子
阵列结构已明确的情况下，子阵列的选择矩阵仍存在

多种形式，这是因为同一阵元在同一选择矩阵中可被

重复选用．例如，对于“重叠式”子阵列构造方式，文献
［４］给出一种子阵列选择矩阵构造方式

Ｊ１＝ 珔ＪＴ１ 珔ＪＴ２ … 珔ＪＴｍ－ｍｓ[ ]＋１
Ｔ Ｏｍｓ（ｍ－ｍｓ＋１）×（Ｍ－ｍ[ ]）

Ｊ２＝ Ｏｍｓ（ｍ－ｍｓ＋１）×（Ｍ－ｍ）
珔ＪＴ１ 珔ＪＴ２ … 珔ＪＴｍ－ｍｓ[ ]＋１[ ]{ Ｔ

（５）
式中珔Ｊｉ表示选择第 ｉ至第 ｍｓ＋ｉ－１个共计 ｍｓ个连续
阵元，其形式为珋Ｊｉ＝［Ｏｍｓ×（ｉ－１） Ｉｍｓ Ｏｍｓ×（ｍ－ｍｓ－ｉ＋１）］．
根据式（４）可进一步得

Ｊ１ＥＳＴ＝ＥＳ１Ｔ＝Ｊ２ＥＳ＝ＥＳ２ （６）
式中 Ｔ∈ＣＤ×Ｄ称为转移矩阵，其特征值｛ρｋ｝

Ｄ
ｋ＝１为Φ 对

角元素｛ｅｉｋ｝Ｄｋ＝１，根据ｋ的表达式可获得信源方位．

实际中ＥＳＰＲＩＴ算法会受到各种误差影响，主要包
括：（１）有限采样；（２）阵列流形模型失配；（３）噪声模型
失配等，其中情况（２）和情况（３）归为阵列模型误差，这
也是本文主要讨论的误差形式．本文将针对情况（２）和
情况（３），对ＥＳＰＲＩＴ算法进行二阶性能分析．

３ 模型误差影响下ＥＳＰＲＩＴ算法二阶性能分
析

为了推导 ＥＳＰＲＩＴ算法性能，需要给出 ＥＳ的扰动，
然后讨论 ＥＳ扰动量对Ｔ的影响，从而确定其特征值ρｋ
的扰动量，最后再根据ρｋ与θｋ的关系推导方位估计扰

动量．由于文中是二阶性能分析，所以在推导上述变量
扰动量（记为珟ＥＳ，珘Ｔ，珓ρｋ和珓θｋ）时，均要同时给出它们关
于误差一阶和二阶表达式，文中将变量一阶和二阶扰

动量记为珟Ｘ（１）和珟Ｘ（２）（Ｘ泛指上述变量）．
３１ 阵列协方差阵的二阶扰动分析

文中扰动分析是基于矩阵特征扰动理论的，下面

将分别针对情况（２）和情况（３），对协方差阵 Ｒｘ的扰动
量进行讨论．假设受扰动协方差阵为 Ｒ^ｘ＝Ｒｘ＋珟Ｒｘ，其
中珟Ｒｘ为扰动量，针对不同模型误差，珟Ｒｘ具有不同形式．
若阵列流形失配，令方向矩阵为 Ａ^＝Ａ＋珟Ａ，其中珟Ａ为
扰动量，则珟Ｒｘ是关于珟Ａ的二次矩阵函数；若噪声模型
失配，令噪声协方差阵为Σ^＝σ２ｎＩＭ＋珟Σ，其中珟Σ 为扰动
量，则珟Ｒｘ即为珟Σ．令珟Ｒ（１）ｘ 和珟Ｒ（２）ｘ 表示Ｒｘ一阶和二阶扰
动量，则针对阵列流形失配的情况可得

珟Ｒ（１）ｘ ＝珟ＡＲｓＡＨ＋ＡＲｓ珟ＡＨ

珟Ｒ（２）ｘ ＝珟ＡＲｓＡＨ＋ＡＲｓ珟ＡＨ＋珟ＡＲｓ珟Ａ{ Ｈ
（７）

针对噪声模型失配的情况可得珟Ｒ（１）ｘ ＝珟Ｒ（２）ｘ ＝珟Σ．
３２ 信号子空间的二阶扰动分析

令珟Ｒｘ＝εＢ（０＜ε ＜＜１），根据矩阵特征扰动理论知
受扰动的特征值和相应的特征向量（非单位化）分别为

λ^ｋ＝λｋ＋β
（１）
ｋε＋β

（２）
ｋε
２＋…

珋ｅｋ＝ｅｋ＋∑
Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
α
（１）
ｋｉεｅｉ＋∑

Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
α
（２）
ｋｉε
２ｅｉ＋

{
…

（ｋ＝１，２，…，Ｄ） （８）
式中β

（１）
ｋ 和β

（２）
ｋ 分别代表特征值一阶和二阶扰动系数，

而α
（１）
ｋｉ和α

（２）
ｋｉ分别代表特征向量一阶和二阶扰动系数．

对式（８）中的特征向量珋ｅｋ进行单位化处理可得

ｅ^ｋ≈ １－１２∑
Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
α
（１）
ｋｉ

２
ε( )２ ｅｋ＋∑

Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
α
（１）
ｋｉεｅｉ

＋∑
Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
α
（２）
ｋｉε
２ｅｉ （９）

通过比较等式 Ｒ^ｘ^ｅｋ＝λ^ｋ^ｅｋ中ε和ε２项系数，并利用特征
等式 Ｒｘｅｋ＝λｋｅｋ和特征向量之间的正交关系 ｅＨｋｅｌ＝０
（当 ｋ≠ｌ时）可推得

α
（１）
ｋｌ＝

ｅＨｌＢｅｋ
λｋ－λｌ

α
（２）
ｋｌ＝∑

Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

ｅＨｉＢｅｋｅＨｌＢｅｉ
（λｋ－λｉ）（λｋ－λｌ）

－
ｅＨｌＢｅｋｅＨｋＢｅｋ
（λｋ－λｌ）













２

（ｋ≠ｌ） （１０）
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将式（１０）代入式（９）可知
珓ｅ（１）ｋ ＝Ｆ１ｋ珟Ｒ（１）ｘｅｋ
珓ｅ（２）ｋ ＝Ｆ１ｋ珟Ｒ（２）ｘｅｋ＋Ｆ１ｋ珟Ｒ（１）ｘＦ１ｋ珟Ｒ（１）ｘｅｋ

－１２ｅｋｅ
Ｈ
ｋ珟Ｒ（１）ｘＦ２ｋ珟Ｒ（１）ｘｅｋ－Ｆ２ｋ珟Ｒ（１）ｘｅｋｅＨｋ珟Ｒ（１）ｘｅ










ｋ

（１１）

式中 Ｆ１ｋ＝∑
Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

ｅｉｅＨｉ
λｋ－λｉ

和Ｆ２ｋ＝∑
Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

ｅｉｅＨｉ
（λｋ－λｉ）２

．

３３ 转移矩阵及其特征值的二阶扰动分析

由于转移矩阵 Ｔ是根据式（６）进行求解的，因此其
扰动量珘Ｔ与ＥＳ的扰动量珟ＥＳ有着直接关系，文献［７～
１０］已经推导其一阶和二阶扰动表达式为
珘Ｔ（１）＝ＥＳ１（珟Ｅ（１）Ｓ２－珟Ｅ（１）Ｓ１Ｔ）
珘Ｔ（２）＝（ＥＨＳ１ＥＳ１）－１珟Ｅ（１）ＨＳ１ （Ｉｍ－ＥＳ１ＥＳ１）（珟Ｅ（１）Ｓ２－珟Ｅ（１）Ｓ１Ｔ）

＋ＥＳ１（珟Ｅ（２）Ｓ２－珟Ｅ（２）Ｓ１Ｔ）－ＥＳ１珟Ｅ（１）Ｓ１ＥＳ１（珟Ｅ（１）Ｓ２－珟Ｅ（１）Ｓ１Ｔ
{

）

（１２）
式中珟Ｅ（ｉ）Ｓ１＝Ｊ１珟Ｅ（ｉ）Ｓ 和珟Ｅ（ｉ）Ｓ２＝Ｊ２珟Ｅ（ｉ）Ｓ（ｉ＝１，２）．下面考虑
Ｔ的特征值扰动问题，令珘Ｔ＝εＢ，其中０＜ε ＜＜１，假设
对应于特征值ρｋ的右和左单位特征向量为ｕｋ和ｖｋ，则
有 Ｔｕｋ＝ρｋｕｋ和ｖ

Ｈ
ｋＴ＝ρｋｖ

Ｈ
ｋ，当 Ｔ的特征值互不相同时，

左、右特征向量系 ｕ１，ｕ２，…，ｕＤ和ｖ１，ｖ２，…，ｖＤ均各自
线性独立，并满足正交关系 ｕＨｋｖｌ＝０（ｌ≠ｋ），此时根据
矩阵特征扰动理论可知受扰动的特征值和相应的右特

征向量（非单位化）分别为

ρ^ｋ＝ρｋ＋γ
（１）
ｋε＋γ（２）ｋε２＋…

珔ｕｋ＝ｕｋ＋∑
Ｄ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
η
（１）
ｋｉεｕｉ

＋∑
Ｄ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ
η
（２）
ｋｉε
２ｕｉ＋










…

（ｋ＝１，２，…，Ｄ） （１３）

式中γ
（１）
ｋ 和γ

（２）
ｋ 代表特征值一阶和二阶扰动系数，η

（１）
ｋｉ

和η
（２）
ｋｉ代表右特征向量一阶和二阶扰动系数．比较等式

Ｔ^珔ｕｋ＝ρ^ｋ珔ｕｋ中ε和ε
２系数，并利用等式 Ｔｕｋ＝ρｋｕｋ以及

左、右特征向量间正交关系 ｖＨｋｕｌ＝０（ｌ≠ｋ）可得

γ
（１）
ｋ ＝ｗｋｖＨｋＢｕｋ

γ
（２）
ｋ ＝∑

Ｄ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

ｗｋｗｉｖＨｉＢｕｋｖＨｋＢｕｉ
ρｋ－ρ

{
ｉ

（１４）

式中 ｗｋ＝１／（ｖＨｋｕｋ）．将式（１４）代入式（１３）可得特征值

ρｋ一阶和二阶扰动量分别为

珓ρ
（１）
ｋ ＝ｗｋｖＨｋ珘Ｔ（１）ｕｋ

珓ρ
（２）
ｋ ＝ｗｋｖＨｋ珘Ｔ（２）ｕｋ＋∑

Ｄ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

ｗｋｗｉｖＨｉ珘Ｔ（１）ｕｋｖＨｋ珘Ｔ（１）ｕｉ
ρｋ－ρ

{
ｉ

（１５）

再将式（１２）代入式（１５）可得
珓ρ
（１）
ｋ ＝ｗｋｖＨｋＥＳ１珔Ｊｋ珟Ｅ（１）Ｓｕｋ

珓ρ
（２）
ｋ ＝ｗｋｖＨｋＥＳ１珔Ｊｋ珟Ｅ（２）Ｓｕｋ－ｗｋｖＨｋＥＳ１Ｊ１珟Ｅ（１）ＳＥＳ１珔Ｊｋ珟Ｅ（１）Ｓｕｋ
＋ｗｋｖＨｋ（ＥＨＳ１ＥＳ１）－１珟Ｅ（１）ＨＳ ＪＨ１（Ｉｍ－ＥＳ１ＥＳ１）珔Ｊｋ珟Ｅ（１）Ｓｕｋ

＋∑
Ｄ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

ｗｋｗｉｖＨｉＥＳ１珔Ｊｋ珟Ｅ（１）ＳｕｋｖＨｋＥＳ１珔Ｊｉ珟Ｅ（１）Ｓｕｉ
ρｋ－ρ













ｉ

（１６）
式中珔Ｊｋ＝Ｊ２－ρｋＪ１．
３４ 方位估计的二阶扰动分析

ＥＳＰＲＩＴ算法的方位估计取决于特征值ρｋ的相位
因子ｋ，对于均匀线阵，无论子阵构造方式如何，ρｋ的

表达式均为ρｋ＝ｅ
ｉ２πｎｄｓｉｎ（θｋ）／λ，其中正整数 ｎ的取值由子

阵列构造方式决定，根据一阶和二阶 Ｔａｙｌｏｒ展开不难得
方位估计一阶和二阶扰动量分别为［７～１０］

珓θ（１）ｋ ＝Ｉｍ｛ｃｎｋρｋ珓ρ
（１）
ｋ｝

珓θ（２）ｋ ＝
１
２ｔａｎ（θｋ）

珓θ（１）２ｋ －１２Ｉｍ｛ｃｎｋρ
２
ｋ珓ρ

（１）２
ｋ ｝＋Ｉｍ｛ｃｎｋρｋ珓ρ

（２）
ｋ

{ ｝

（１７）
其中 ｃｎｋ＝λ／２πｎｄｃｏｓ（θｋ）．将式（１６）代入式（１７）可得
珓θ（１）ｋ ＝Ｒｅ｛ｈＨｋ珓ξ

（１）
Ｓ｝

珓θ（２）ｋ ＝Ｒｅ｛ｈＨｋ珓ξ
（２）
Ｓ｝＋Ｒｅ｛珘ξ

（１）Ｈ
Ｓ Ｈ１ｋ珘ξ

（１）
Ｓ｝＋Ｒｅ｛珘ξ

（１）Ｔ
Ｓ Ｈ２ｋ珘ξ

（１）
Ｓ

{ ｝

（１８）
式中珘ξ

（１）
Ｓ ＝ｖｅｃ（珟Ｅ（１）Ｓ）和珘ξ

（２）
Ｓ ＝ｖｅｃ（珟Ｅ（２）Ｓ），而 ｈｋ，Ｈ１ｋ和

Ｈ２ｋ的表达式分别如式（１９）．

ｈｋ＝ｉｃｎｋρｋｗｋ ｕ

ｋ（珔ＪＨｋＥＨＳ１ｖｋ( )）

Ｈ１ｋ＝
１
４ｔａｎ（θｋ）ｈｋｈ

Ｈ
ｋ－ｉｃｎｋρｋｗｋ ＥＴＳ１ＥＳ( )１ －１ｖｋｕＴ( )ｋ  ＪＨ１ Ｉｍ－ＥＳ１Ｅ


Ｓ( )１珔Ｊ( )( )ｋ

Ｈ２ｋ＝
１
４ｔａｎ（θｋ）ｈ


ｋｈＨｋ＋ｉｃｎｋρｋｗｋΠ

Ｈ
１ ＪＴ１ＥＴＳ１ｖｋｕＴ( )ｋ  ＥＳ１珔Ｊ( )( )ｋ ＋１２ｉｃｎｋρ

２
ｋｗ２ｋΠＨ

１ 珔ＪＴｋＥＴＳ１ｖｋｕＴ( )ｋ  ｕｋｖＨｋＥＳ１珔Ｊ( )( )ｋ

－ｉｃｎｋρｋ∑
Ｄ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

ｗｋｗｉΠＨ
１ 珔ＪＴｋＥＴＳ１ｖｉｕＴ( )ｉ ｕｋｖＨｋＥＳ１珔Ｊ( )( )ｉ

ρｋ－ρ















ｉ

（１９）
其中Π１是满足等式 ｖｅｃ（珟ＡＴ）＝Π１·ｖｅｃ（珟Ａ）．下面需要
利用式（１１）给出方位估计扰动量与协方差阵扰动量间
的关系，为此可先记 ｈ（ｉ）ｋ 表示ｈｋ的第（ｉ－１）Ｍ＋１至第

ｉＭ个元素构成的列向量，并令 Ｈ（ｉｊ）１ｋ和Ｈ（ｉｊ）２ｋ分别表示
Ｈ１ｋ和Ｈ２ｋ的第（ｉ－１）Ｍ＋１至第 ｉＭ行、第（ｊ－１）Ｍ＋１

至第 ｊＭ列构成的子矩阵，如式（２０）．
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珓θ（１）ｋ ＝∑
Ｄ

ｉ＝１
Ｒｅ｛ｈ（ｉ）Ｈｋ珓ｅ（１）ｉ｝＝τＨｋ珓ｒ（１）ｘ

珓θ（２）ｋ ＝∑
Ｄ

ｉ＝１
Ｒｅ｛ｈ（ｉ）Ｈｋ珓ｅ（２）ｉ｝＋∑

Ｄ

ｉ＝１
∑
Ｄ

ｊ＝１
Ｒｅ｛珓ｅ（１）Ｈｉ Ｈ（ｉｊ）１ｋ珓ｅ（１）ｊ｝＋∑

Ｄ

ｉ＝１
∑
Ｄ

ｊ＝１
Ｒｅ｛珓ｅ（１）Ｔｉ Ｈ（ｉｊ）２ｋ珓ｅ（１）ｊ｝＝τＨｋ珓ｒ（２）ｘ ＋珓ｒ（１）Ｈｘ Ωｋ珓ｒ（１）

{
ｘ

（２０）

式中珓ｒ（１）ｘ ＝ｖｅｃ（珟Ｒ（１）ｘ）和珓ｒ（２）ｘ ＝ｖｅｃ（珟Ｒ（２）ｘ），而τｋ和Ωｋ如 式（２１）．

τｋ＝
１
２∑

Ｄ

ｉ＝１
（ｅｉ（Ｆ１ｉｈ（ｉ）ｋ）＋（Ｆ１ｉｈ（ｉ）ｋ ） ｅｉ）

Ωｋ＝
１
２∑

Ｄ

ｉ＝１
（（Ｆ１ｉｈ（ｉ）ｋ ｅＴｉ） Ｆ１ｉ＋（ｅｉｈ（ｉ）Ｔｋ Ｆ１ｉ） Ｆ１ｉ）＋

１
２∑

Ｄ

ｉ＝１
∑
Ｄ

ｊ＝１
（（ｅｉｅＴｊ）（Ｆ１ｉＨ（ｉｊ）１ｋＦ１ｊ）

＋（ｅｊｅＴｉ）（Ｆ１ｊＨ（ｉｊ）Ｈ１ｋ Ｆ１ｉ））＋
１
２∑

Ｄ

ｉ＝１
∑
Ｄ

ｊ＝１
（Π

Ｈ
２（（ｅｉｅＴｊ）（Ｆ１ｉＨ（ｉｊ）２ｋＦ１ｊ））＋（（ｅｊｅＨｉ）（Ｆ１ｊＨ（ｉｊ）Ｈ２ｋ Ｆ１ｉ））Π２）

－１４∑
Ｄ

ｉ＝１
（（ｅｉｅＴｉｈ（ｉ）ｋ ｅＴｉ） Ｆ２ｉ＋（ｅｉｈ（ｉ）Ｔｋ ｅｉｅＴｉ） Ｆ２ｉ）

－１２∑
Ｄ

ｉ＝１
（（Ｆ２ｉｈ（ｉ）ｋ ｅＴｉ）（ｅｉｅＨｉ）＋（ｅｉｈ（ｉ）Ｔｋ Ｆ２ｉ）（ｅｉｅＨｉ

















 ））

（２１）
其中Π２满足等式ｖｅｃ（珟Ｒ（１）Ｔｘ ）＝Π２·ｖｅｃ（珟Ｒ（１）ｘ）．
３５ 方位估计的统计特性

３５１ 阵列流形失配

阵列模型误差大都是指阵列流形上的扰动误差，

无论哪一种形式，它们对阵列方向矩阵的影响都可以

等效为加性扰动．不妨将方向矩阵扰动量珟Ａ按列分块
表示为珟Ａ＝［珘ａ１珘ａ２…珘ａＤ］，为了便于下文的理论分析，这
里假设珘ａｋ服从零均值复圆高斯分布，并且满足

Ｅ［珘ａｋ珘ａＨｌ］＝δｋｌσ２ａＩＭ
Ｅ［珘ａｋ珘ａＴｌ］＝Ｏ{

Ｍ
（２２）

式中δｋｌ表示 ｄｅｌｔａ函数，若 ｋ＝ｌ，则取 １，否则取 ０．首
先，根据式（７）中第一式可得
珓ｒ（１）ｘ ＝（（ＡＲｓ）ＩＭ）珘ａ＋（ＩＭ（ＡＲｓ））Π１珘ａ

＝Ｐ１珘ａ＋Ｐ２珘ａ （２３）
式中珘ａ＝ｖｅｃ（珟Ａ），Ｐ１＝（Ａ Ｒｓ） ＩＭ，Ｐ２＝（ＩＭ
（ＡＲｓ））Π１，将式（２３）代入式（２０）中第一式可得

珓θ（１）ｋ ＝τＨｋ珓ｒ（１）ｘ ＝τＨｋＰ１珘ａ＋τＨｋＰ２珘ａ （２４）
再结合式（２２）可知一阶分析方法给出的方位估计均方
误差为

Ｅ［珓θ（１）２ｋ ］＝Ｅ（τＨｋ珓ｒ
（１）
ｘ）[ ]２ ＝σ２ａτＨｋ（Ｐ１ＰＴ２＋Ｐ２ＰＴ１）τｋ

（２５）
接着，根据式（７）中第二式可得
珓ｒ（２）ｘ ＝Ｐ１珘ａ＋Ｐ２珘ａ＋ｖｅｃ（珟ＡＲｓ珟ＡＨ）＝Ｐ１珘ａ＋Ｐ２珘ａ＋珘ｄ

（２６）
式中珘ｄ＝ｖｅｃ（珟ＡＲｓ珟ＡＨ），显然珘ｄ是关于扰动向量珘ａ的二次
函数，将式（２６）代入式（２０）中第二式可得

珓θ（２）ｋ ＝珓θ（１）ｋ ＋τＨｋ珘ｄ＋珓ｒ（１）Ｈｘ Ωｋ珓ｒ（１）ｘ （２７）
显然，式（２７）右边第一项珓θ（１）ｋ 是扰动向量珘ａ的线性函
数，第二项τ

Ｈ
ｋ珘ｄ和第三项珓ｒ（１）Ｈｘ Ωｋ珓ｒ（１）ｘ 均为扰动向量珘ａ的

二次函数，根据零均值高斯变量的奇数阶矩为零这一

性质可知二阶分析方法给出的方位估计均方误差为

Ｅ［珓θ（２）２ｋ ］＝Ｅ［珓θ（１）２ｋ ］＋σ４ａ（ｔｒ２（Γｋ）ｔｒ２（Ｒｓ）＋ｔｒ（Γ２ｋ）ｔｒ（Ｒ２ｓ）
＋ｔｒ（Γｋ）ｔｒ（Ｒｓ）ｔｒ（２珔Ｐ（１１）ｋ ＋２珔Ｐ（２２）ｋ ）
＋ｔｒ（２ΠＨ

１（Γ

ｋＲｓ）Π１（珔Ｐ（１１）ｋ ＋珔Ｐ（２２）ｋ ）））

＋σ４ａ（ｔｒ２（珔Ｐ（１１）ｋ ＋珔Ｐ（２２）ｋ ）＋ｔｒ（珔Ｐ（１１）２ｋ ＋珔Ｐ（２２）２ｋ

＋２珔Ｐ（１１）ｋ珔Ｐ（２２）ｋ ＋２珔Ｐ（２１）ｋ珔Ｐ（２１）ｋ ＋２珔Ｐ（２１）ｋ珔Ｐ（１２）ｋ ））
（２８）

式 中 珔Ｐ（ｉｊ）ｋ ＝ ＰＨｉΩｋＰｊ，Γｋ ＝
１
２∑

Ｄ

ｉ＝１
（Ｆ１ｉｈ（ｉ）ｋｅＨｉ ＋

ｅｉｈ（ｉ）Ｈｋ Ｆ１ｉ），它满足性质τｋ＝ｖｅｃ（Γｋ）．
３５２ 噪声模型失配

在阵列信号处理研究中，通常将阵列噪声假设为

等功率且空域独立高斯噪声，这种假设过于理想，实际

噪声模型可能空域相关［８］．这里将阵列噪声设为等功
率空域相关的高斯噪声（即空域色噪声），于是珟Σ 为对
角元素为零的Ｈｅｒｍｉｔｅ阵．类似文献［８］，这里假设珟Σ 对
角线以上（下）元素服从零均值复圆高斯分布，并满足

Ｅ［珟Σｉｊ珟Σｉｊ］＝Ｅ［珟Σｉｊ珟Σｊｉ］＝σ２Σ
Ｅ［珟Σ２ｉｊ］＝Ｅ［珟Σｉｊ珟Σｋｌ］{ ＝０

（ｉ＜ｊ）∩（ｋ＜ｌ）∩（ｉ≠ｋ或ｊ≠ｌ） （２９）
式中珟Σｉｊ是指珟Σ中的第ｉ行、第 ｊ列元素，于是有

珓ｒ（１）ｘ ＝珓ｒ（２）ｘ ＝ｖｅｃ（珟Σ）＝Ｑ１珘μ＋Ｑ２珘μ （３０）
式中珘μ∈ＣＭ

（Ｍ－１）／２×１表示由珟Σ的对角线下方元素构成
的列向量，并且按照列的顺序堆栈放置，即有

珘μ＝［珟Σ２１ 珟Σ３１ … 珟ΣＭ１ 珟Σ３２ 珟Σ４２ … 珟ΣＭ２ …

… 珟ΣＭ－１，Ｍ－２ 珟ΣＭ，Ｍ－２ 珟ΣＭ，Ｍ－１］Ｔ （３１）

而 Ｑ１，Ｑ２∈ＲＭ
２×Ｍ（Ｍ－１）／２为０－１矩阵，每一列只有一个

１元素，其中 Ｑ１第 ｋ列将“１”放在第 ｋ＋ｉ（ｉ＋１）／２行，

６３１２ 电 子 学 报 ２０１２年



Ｑ２第 ｋ列将“１”放在第 ｋＭ＋ｉ（ｉ＋１）Ｍ／２＋ｉ－（ｉ
－１）Ｍ２－Ｍ行，这里 ｉ满足（ｉ－１）Ｍ－ｉ（ｉ－１）／２＋１≤
ｋ≤ｉＭ－ｉ（ｉ＋１）／２且属于区间［１，Ｍ－１］的正整数．将
式（３０）代入式（２０）中第一式可得

珓θ（１）ｋ ＝τＨｋ珓ｒ（１）ｘ
＝τＨｋＱ１珘μ＋τＨｋＱ２珘μ （３２）

再结合式（２９）可知一阶分析方法给出的方位估计均方
误差为

Ｅ珓θ（１）２[ ]ｋ ＝Ｅ τ
Ｈ
ｋ珓ｒ（１）( )ｘ[ ]２

＝σ２Σ τ
Ｈ
ｋＱ１ＱＴ２τｋ＋τＨｋＱ２ＱＴ１τ( )ｋ （３３）

接着，将式（３０）代入式（２０）中第二式可得
珓θ（２）ｋ ＝τＨｋ珓ｒ（２）ｘ ＋珓ｒ（１）Ｈｘ Ωｋ珓ｒ（１）ｘ

＝珓θ（１）ｋ ＋珓ｒ（１）Ｈｘ Ωｋ珓ｒ（１）ｘ （３４）
显然，式（３４）右边第一项珓θ（１）ｋ 是扰动向量珘μ 的线性函
数，第二项珓ｒ（１）Ｈｘ Ωｋ珓ｒ（１）ｘ 是扰动向量珘μ的二次函数，根据
零均值高斯随机变量的奇数阶矩为零这一性质可知二

阶分析方法给出的方位估计均方误差为

Ｅ珓θ（２）２[ ]ｋ ＝Ｅ珓θ（１）２[ ]ｋ ＋σ４ａ ｔｒ２珚Ｑ
（１１）
ｋ ＋珚Ｑ（２２）( )( ｋ

＋ｔｒ珚Ｑ（１１）２ｋ ＋珚Ｑ（２２）２ｋ ＋２珚Ｑ（１１）ｋ珚Ｑ（２２）( ｋ

＋２珚Ｑ（２１）ｋ珚Ｑ（２１）ｋ ＋２珚Ｑ（２１）ｋ珚Ｑ（１２）) )ｋ （３５）
式中珚Ｑ（ｉｊ）ｋ ＝ＱＨｉΩｋＱｊ．

４ 数值实验

说明：（１）由于本文并未考虑有限采样影响，因此
阵列协方差阵直接由其渐近表达式产生（噪声功率σ

２
ｎ

设为１）；（２）图中“间隔式”指图１中第一种子阵列构造
方式，“最大重叠式”指图１中第二种子阵列构造方式，
并且 ｍ取Ｍ－１；（３）信源方位指与线阵法线夹角．

首先针对阵列流形失配的情况进行数值实验．假
设阵列流形为８元均匀线阵，相邻阵元间距与波长比为
０５，现有两个独立等功率信源到达该阵列，信噪比为
１０ｄＢ，信源方位分别为３０°（信源１）和４４°（信源２），图２
给出了ＥＳＰＲＩＴ算法的均方根误差随着阵列流形扰动标
准差σａ的变化曲线．

接着针对噪声模型失配的情况进行数值实验．假
设阵列流形为８元均匀线阵，相邻阵元间距与波长比为
０５，现有两个独立等功率信源到达该阵列，信噪比为
１０ｄＢ，信源方位分别为２０°（信源１）和３０°（信源２），图３
给出了ＥＳＰＲＩＴ算法的均方根误差随着噪声模型扰动标
准差σΣ的变化曲线．

从图２和图３中可以得到如下结论：（１）二阶性能
分析方法的理论值和仿真实验值基本都能够较好地吻

合，从而验证文中理论推导的有效性；（２）随着阵列模
型扰动标准差的增大，二阶分析方法的性能预测精度

要逐渐高于一阶分析方法；（３）“最大重叠式”的方位估

计性能要明显高于“间隔式”的方位估计性能，因此子

阵列的构造方式对于 ＥＳＰＲＩＴ算法的性能会产生较大影
响．此外，由式（５）可知，对于“重叠式”的子阵列构造方
式，其选择矩阵存在多种形式，并且主要由子阵间距Δ

和 ｍｓ所决定，而上述“最大重叠式”的选择矩阵构造方
式也仅仅是其中的一种，其性能未必是最优的，下面将

通过数值实验进一步分析选择矩阵中的可变参数对

ＥＳＰＲＩＴ算法性能的影响．
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限于篇幅，下面仅针对阵列流形失配的情况进行

数值实验．实验条件与前面的实验基本类似，只是将阵
元个数设为２０，信源方位分别为３０°（信源１）和４０°（信
源２），并将σａ设为０２，图４给出了ＥＳＰＲＩＴ算法的均方
根误差随着子阵间距Δ和 ｍｓ的变化曲面．

从图４中可以看出，无论是子阵间距Δ还是 ｍｓ，它
们都能够对ＥＳＰＲＩＴ算法的性能产生一定影响，尽管从
中很难得到十分规律性的结论，但仍可以看出一些潜

在规律：（１）ｍｓ在子阵间距Δ为半波长的情况下（即最
大重叠式），对ＥＳＰＲＩＴ算法性能的影响最大，并且针对
不同的子阵间距Δ，随着 ｍｓ的增加，ＥＳＰＲＩＴ算法性能
的变化趋势也并不相同，一般而言，在小间距条件下，

ＥＳＰＲＩＴ算法的均方误差是先减少后增加（或趋于平
稳），而在大间距条件下，ＥＳＰＲＩＴ算法的性能是先增加
后减少（或趋于平稳）；（２）子阵间距Δ在 ｍｓ取１的情况
下，对ＥＳＰＲＩＴ算法性能的影响最大，并且此时随着子阵
间距Δ的增加，ＥＳＰＲＩＴ算法的均方误差是先快速减少
再缓慢增加．

５ 结束语

本文针对阵列模型误差的影响，对 ＥＳＰＲＩＴ算法的
方位估计性能进行二阶理论分析，其性能分析中的每

个环节都采用二阶分析方法，因此能够在误差扰动较

大的情况下提高性能预测精度．数值实验表明二阶分
析方法的性能预测值与仿真实验值吻合地较好，并且

其性能预测精度要高于一阶方法（尤其是在大阵列模

型误差的条件下）．需要指出，文中的二阶性能分析方

法可推广应用于任意可施行 ＥＳＰＲＩＴ算法的阵形，其具
体方法可在今后的工作中讨论．
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